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Abstract. A method of constructing semiclassical asymptotics for nonlocal Gross-Pitaevskii equation (GPE), 
concentrated on a curve in the phase space, has been considered. Solution of the nonlocal GPE on the curve is 
reduced to solution of the linear equation in the class functions concentrated at the point and additional 
condition. Example of the system evolution has been considered by solving of corresponding differential 
equations. 
Нелокальное уравнение Гросса-Питаевского имеет вид 
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где ( )Tˆˆ ,z = p x , ˆ i= − ∇hp , а κ  – параметр нелинейности. Это уравнение используется в физике,
например, для описания бозе-эйнштейновского конденсата в поле магнитной ловушки, причем функция 
( , , )W tx y  в этом случае отвечает за потенциал взаимодействия частиц конденсата. 
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где 1( , , )ks s s= K  – параметры многообразия, а ( , )Z s t  – заданные функции.
Определение. Комплексная функция ( , , )tΨ hx принадлежит классу квазиклассически 
сосредоточенных функций типа (k), если для произвольного оператора ˆ( , )A z t  
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0k =  соответствует классу траекторно сосредоточенных функций t
h
P  [1]. 
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 Теорема 1. Если функция ( , , )tΨ hx  является квазиклассически сосредоточенным решением 
уравнения (1), то ( , )Z s t  удовлетворяет системе уравнений 
( ) ( ) ( )( , ) ( , ), , ( , ) ( , ), ( ) ( , ), ( , ), ,
D
s t V Z s t t s t V Z s t t r W s t r t t dr= = − − κ σ∫p x xX P X X& & %  (2) 
где 
2
κ = κ ⋅ Ψ% . Систему (2) будем называть системой Гамильтона-Эренфеста типа (k,1). 
На траекториях ( , )z Z s t=  системы (2) стандартным образом определим действие 
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Решения уравнения (1) будем искать в классе функций, квазиклассически сосредоточенных на 
поверхности ( , )z Z s t= , который определим соотношением 
 ( ) ( )( ) { }( , ) ( , ) ( , )( , ), , ( , ), : ( , , ) ( , , , ) , ( , , , ) ,t t ts tZ t t S t t t t s t sτ ττ =τ= = τ τ = Φ Φ = χ χ ∈h hh h h h hx x xx x x x xJ J J P   












x , ( , )s t∆ = −x x X . 
На функциях класса 
τ
h
J  справедливо представление оператора импульса pˆ  в виде 
const
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p xh . Обозначим через 
( , )
ˆ
s ti =τ= − ∇h xπ , ( )ˆ ˆ ( , ),t t∆ = − τp π P x . 
Теорема 2. На функциях класса ( ) ( )( )( , ), , , ( , ), ,Z t t S t tτ τ τh h hx xJ  справедливы следующие 
асимптотические оценки: 
 { } ( ) { } ( ) ( )| |/2 | |/2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ, , , , 0.z O z O zα αα α∆ = ∆ = ∆ = ∆ ∆ →p xh h h   
Здесь 
2
1ˆ ˆ( ) ( )A t A t〈 〉 = Φ Φ
Φ
, а { }zˆ α∆  – оператор с вейлевским символом ( )z α∆ , 2n+α∈  [2]. 
Определение. Функцию ˆ( ) ( , , )A t A t sΨ〈〈 〉〉 = h , определяемую соотношением ˆ ˆ( ) ( ) ( )D
A t s A t ds〈 〉 = σ 〈〈 〉〉∫ , 
будем называть средним значением оператора ˆ( )A t  в классе квазиклассически сосредоточенных 
функций. 
Обозначим 
(1)ˆ( , , ) ( , ) ( , , )Z s t z Z s t Z s t= 〈〈 〉〉 = +h h h . Пусть ( )( , ) , ,t s tΨ = Φx x . Тогда функция ( , )tΨ x  
является решением уравнения (1), если 
(1) ( , , ) (1)Z s t O=h  при 0→h  и функция ( , , )s tΦ x  удовлетворяет 
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Здесь n n×Ι  – единичная матрица, ( )( , ) ( , ),V s t V Z s t t= , ( )( , , ) ( , ), ( , ),W s r t W Z s t Z r t t= , 
2
ˆ ˆ ˆ ˆ2 ( , , )
ij i j j i
s t z z z z⋅∆ = ∆ ∆ + ∆ ∆h , [ ]Sp A  – след матрицы A . 
Теорема 3. Матрица 2 ( , , )s t∆ h  удовлетворяет системе уравнений: 
 ( )3/22 2 2( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ) ( , ) .zz zzs t JH s t s t s t H s t J O∆ = ∆ − ∆ +& h h h h  (4) 
Теорема 4. Функция [ ]0 ( , , ) Re ss t iπ = 〈〈− ∂ 〉〉h h  удовлетворяет уравнению 
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Теорема 5. Функции ( )T(1) (1)ˆˆ( , , ) ,s t z= 〈〈∆ 〉〉 = 〈〈∆ 〉〉p Xh h hZ  удовлетворяют системе уравнений 
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 Таким образом, решение уравнения (1) в квазиклассическом приближении было сведено к решению 
системы уравнений (2), (4), (5), (6) и линейного уравнения (3). На рис. 1а-1в представлены графики 
зависимости 
2
( , )tΨ x   от ( )T1 2,x x=x  для 2 2 21 2ˆ( , ) 0,5 2V z t x x= ⋅ + +p , 2( , , ) exp ( )W t  = − − x y x y . 
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